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Neste trabalho o principal objetivo e´ a resoluc¸a˜o da equac¸a˜o de Eins-
tein da relatividade geral para um espac¸o-tempo esta´tico com simetria
axial, representado pela me´trica de Weyl, e considerando que a fonte do
campo gravitacional pode ser expressa pelo tensor de energia-momento
de um fluido perfeito. Como resultado, obtivemos treˆs soluc¸o˜es parti-
culares, baseadas em equac¸o˜es de estado espec´ıficas, a primeira consi-
derando a pressa˜o e a densidade de massa do fluido perfeito constantes,
a segunda assumindo a pressa˜o e a densidade proporcionais a um dos
termos da me´trica e a u´ltima para a pressa˜o igual a uma densidade
de massa arbitra´ria, com dependeˆncia radial. As equac¸o˜es para o caso
geral, p (r, z) = λc2ρ (r, z), tambe´m sa˜o propostas.
Palavras-chave: relatividade geral, equac¸o˜es de campo de Einstein,
me´trica de Weyl, fluido perfeito

ABSTRACT
In this work the main objective is to solve the Einstein equation of
general relativity in a static axially symmetric spacetime, represented
by Weyl metric, and considering that the source of the gravitational
field can be expressed by the perfect fluid energy-momentum tensor.
As a result, we obtained three particular solutions, based on specific
equations of state, the first one considering the perfect fluid pressure
and mass density constants, the second taking the pressure and density
proportional to one of the metric terms and the last one considering
the pressure equal to an arbitrary mass density, with radial depen-
dence. The equations for the general case, p (r, z) = λc2ρ (r, z), are
also proposed.
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Em 1915, Albert Einstein publicou sua teoria da relatividade ge-
ral [1,2], que e´ a teoria que estende o princ´ıpio da relatividade para refe-
renciais na˜o inerciais. Para a construc¸a˜o de sua teoria Einstein utilizou
a equivaleˆncia entre referenciais na˜o inerciais e campos gravitacionais
e concluiu que a gravidade pode ser explicada por uma curvatura no
espac¸o-tempo. Apesar de obter sucesso em alguns testes experimentais
para sistemas astronoˆmicos, existem problemas importantes em aberto
que a relatividade geral ainda na˜o explica como a mate´ria e a energia
escura e as ondas gravitacionais.
A resoluc¸a˜o das equac¸o˜es de campo de Einstein, que sa˜o as
equac¸o˜es diferenciais que determinam o campo gravitacional de um
dado sistema, na˜o e´ uma tarefa simples, devido ao seu acoplamento
e na˜o linearidade. Ainda assim, existem atualmente muitas soluc¸o˜es
conhecidas das equac¸o˜es de campo da relatividade geral. No livro [3]
esta catalogada uma grande quantidade dessas soluc¸o˜es, que ja´ foram
encontradas e classificadas. No entanto, somente algumas poucas des-
sas soluc¸o˜es conhecidas sa˜o estudadas de forma mais aprofundada de
modo a procurar entender seu significado f´ısico e geome´trico, como
em [4] onde procurou-se coletar informac¸o˜es relacionadas a`s proprie-
dades de algumas das soluc¸o˜es conhecidas a mais tempo. A primeira
soluc¸a˜o a ser encontrada foi a de Schwarzschild, em 1916, [5, 6] que
representa um corpo massivo com simetria esfe´rica. Esse e´ o resultado
exato mais importante da relatividade geral pois, foi a partir dele que
surgiu o conceito de buraco negro. Ale´m disso, a soluc¸a˜o de Schwarzs-
child e´ usada como base para os treˆs testes cla´ssicos da relatividade
geral, que sa˜o:
• precessa˜o do perie´lio de Mercu´rio;
• deflexa˜o da luz vinda de uma estrela, quando a luz passa perto
do Sol;
• desvio de linhas espectrais pela presenc¸a do campo gravitacional
(red-shift).
Outras soluc¸o˜es importantes que podem ser encontradas na lite-
ratura sa˜o:
• soluc¸a˜o de Kerr, que representa um buraco negro em rotac¸a˜o;
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• soluc¸a˜o de Friedmann, que descreve a evoluc¸a˜o do universo em
func¸a˜o do tempo para um espac¸o-tempo homogeˆneo e isotro´pico;
• soluc¸a˜o de Einstein-Rosen, que representa ondas gravitacionais
com simetria cil´ındrica.
Um tipo de soluc¸a˜o especialmente importante sa˜o as soluc¸o˜es
para discos de mate´ria, pois, este tipo pode ser utilizado para a repre-
sentac¸a˜o de gala´xias, em especial as espirais, e tambe´m para representar
discos de acrec¸a˜o. Alguns trabalhos [7–11] procuraram por este tipo de
soluc¸a˜o com o intuito de mostrar ou verificar se os efeitos na˜o lineares
da gravitac¸a˜o geral poderiam explicar a mate´ria escura, no entanto, fo-
ram encontrados problemas [12–14] em alguns dos modelos citados e em
outros concluiu-se que a gravitac¸a˜o geral apresentava apenas pequenas
correc¸o˜es [10] para o caso newtoniano.
Nesta dissertac¸a˜o, procuraremos resolver as equac¸o˜es da gra-
vitac¸a˜o geral considerando a me´trica de Weyl, que representa um espac¸o-
tempo esta´tico com simetria axial e assumindo que nossa fonte de
campo gravitacional pode ser representada por um fluido perfeito. Uma
forma mais realista de representar uma gala´xia e´ atrave´s da me´trica
para um espac¸o-tempo estaciona´rio com simetria axial [3, 4]. No en-
tanto, a resoluc¸a˜o das equac¸o˜es de campo de Einstein na˜o e´ uma tarefa
fa´cil e, por isso, optamos por iniciar nossa busca por soluc¸o˜es que repre-
sentam gala´xias utilizando a me´trica de Weyl, que possui uma forma
mais simples.
O conteu´do desta dissertac¸a˜o sera´ o seguinte: no segundo cap´ıtulo
faremos uma revisa˜o de alguns aspectos matema´ticos importantes para
a relatividade geral. Vamos apresentar algumas caracter´ısticas dos
espac¸os curvos, mostrar como fazer transformac¸o˜es gerais de coordena-
das para alguns objetos matema´ticos como vetores e tensores, iremos
encontrar a derivada covariante e os s´ımbolos de Christoffel e a relac¸a˜o
destes u´ltimos com o tensor me´trico, ale´m disso, obteremos as equac¸o˜es
para a geode´sica, o tensor de energia-momento de um fluido perfeito e
o tensor de Riemann.
No terceiro cap´ıtulo faremos uma pequena revisa˜o de relatividade
geral, apresentaremos os princ´ıpios da equivaleˆncia e da covariaˆncia
geral, encontraremos o limite newtoniano da relatividade geral e, uti-
lizando argumentos qualitativos, obteremos as equac¸o˜es de campo de
Einstein.
No quarto cap´ıtulo vamos encontrar a me´trica de Weyl para
regio˜es onde ha´ uma distribuic¸a˜o de mate´ria e para o va´cuo. Ale´m
disso, atrave´s de um exemplo de soluc¸a˜o da me´trica de Weyl no va´cuo,
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a soluc¸a˜o de Schwarzschild, vamos mostrar que as interpretac¸o˜es das
soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein para a me´trica de Weyl no va´cuo sa˜o
pouco intuitivas.
No quinto cap´ıtulo, vamos obter algumas soluc¸o˜es particulares
para as equac¸o˜es de campo de Einstein (3.17) quando a me´trica do
espac¸o-tempo e´ a me´trica de Weyl e a fonte do campo gravitacional
pode ser representada pelo tensor de energia momento para um fluido
perfeito.





Neste cap´ıtulo faremos uma breve revisa˜o de alguns conceitos
matema´ticos que sera˜o utilizados no presente trabalho [15–19], falare-
mos sobre algumas diferenc¸as entre espac¸os planos e curvos. Veremos
como calcular transformac¸o˜es de coordenadas generalizadas e derivadas
que sejam covariantes gerais, neste processo, obteremos os s´ımbolos de
Christoffel e a relac¸a˜o desses com o tensor me´trico. Por fim, encon-
traremos a equac¸a˜o da geode´sica, o tensor de Riemann e o tensor de
energia-momento para um fluido perfeito.
2.1 ESPAC¸OS CURVOS
Nesta sec¸a˜o faremos algumas considerac¸o˜es sobre espac¸os planos
e curvos.
Vamos comec¸ar com um exemplo intuitivo de superf´ıcie curva,
o nosso planeta, que pode ser representado de forma aproximada por
uma esfera. Vamos observar primeiro que na˜o e´ poss´ıvel enrolar uma
folha plana de papel na forma de uma esfera sem distorceˆ-la. Isso
reflete a seguinte caracter´ıstica dos espac¸os curvos, a de que na˜o e´
poss´ıvel cobrir nenhuma parte finita de uma superf´ıcie curva usando
um sistema de coordenadas euclidiano1 satisfazendo a lei de Pita´goras.
Outra observac¸a˜o a ser feita e´ que para no´s, que estamos sobre a Terra e
somos muito pequenos em relac¸a˜o ao seu tamanho total, a superf´ıcie da
Terra parece aproximadamente plana. Esta observac¸a˜o nos leva a outra
caracter´ıstica importante dos espac¸os curvos, regio˜es infinitesimalmente
pequenas de um espac¸o curvo podem ser consideradas como localmente
planas.
Assim, se estamos em um espac¸o plano em duas dimenso˜es po-
demos usar um sistema de coordenadas euclidiano (ξ1, ξ2) para cobrir
todo o espac¸o, e a distaˆncia entre dois pontos (ξ1, ξ2) e (ξ1 + dξ1, ξ2 + dξ2)
sera´ dada pela lei de Pita´goras
ds2 = dξ21 + dξ
2
2. (2.1)
No entanto, se estamos em um espac¸o curvo em duas dimenso˜es,
so´ podemos cobrir todo o espac¸o se escolhermos um sistema de coor-
1Em um sistema de coordenadas Euclidiano, a unidade de distaˆncia na˜o varia
com a posic¸a˜o.
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denadas na˜o euclidiano (x1, x2) e a distaˆncia entre dois pontos (x1, x2)
e (x1 + dx1, x2 + dx2) sera´ calculada por uma generalizac¸a˜o da lei de
Pita´goras dada por
ds2 = g11 (x1, x2) dx
2










































Mais a frente veremos que os termos gij , sa˜o componentes de um objeto
matema´tico chamado de tensor, que neste caso possui o nome de ten-
sor me´trico. Outra considerac¸a˜o a ser feita e´ que os espac¸os em que e´
poss´ıvel calcular a distaˆncia entre seus pontos sa˜o chamados de espac¸os
me´tricos e a func¸a˜o utilizada para o ca´lculo das distaˆncias, ds2, e´ cha-
mada me´trica. Ale´m disso, todas as propriedades dos espac¸os me´tricos
podem ser obtidas a partir do tensor me´trico.
Nesta sec¸a˜o foram apresentadas algumas considerac¸a˜o e sobre
espac¸os planos e curvos. Na sec¸a˜o seguinte veremos como fazer uma
mudanc¸a de coordenadas em um espac¸o curvo.
2.2 TRANSFORMAC¸O˜ES DE COORDENADAS
Nesta sec¸a˜o veremos como fazer transformac¸o˜es de coordenadas
gerais para escalares, vetores, tensores e densidades escalares e tenso-
riais.
Como as equac¸o˜es da relatividade geral devem ser invariantes
por transformac¸o˜es de coordenadas gerais, precisamos saber como os
objetos matema´ticos contidos nas equac¸o˜es se transformam. O caso
mais simples e´ o dos escalares, que sa˜o invariantes sob transformac¸o˜es
de coordenadas. O exemplo mais evidente de escalar sa˜o os nu´meros
puros como 0, 23 e pi e, um outro exemplo, e´ o tempo pro´prio dτ . O
segundo caso mais simples e´ o dos vetores, as componentes dos vetores
podem se transformar de duas formas diferentes. Nesta dissertac¸a˜o,
usaremos a convenc¸a˜o da maioria dos livros em que os vetores con-
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travariantes, denotados com ı´ndice em cima V µ, sa˜o os que sob uma
transformac¸a˜o de coordenadas xµ −→ x′µ se transformam da seguinte
forma




Ja´ os vetores covariantes, denotados com ı´ndice embaixo Uµ, sa˜o






Um exemplo de vetor covariante e´ o gradiente de um campo










que e´ a mesma forma da Eq.(2.4).
Os tensores podem ser vistos como generalizac¸o˜es dos vetores, se
um tensor so´ tem ı´ndices em cima e´ chamado contravariante, se so´ tem
ı´ndices em baixo e´ covariante e se possui ı´ndices tanto em cima como
em baixo e´ chamado tensor misto. As transformac¸o˜es de coordenadas
das componentes dos tensores sa˜o produtos de transformac¸o˜es de com-
ponentes de vetores, sob uma transformac¸a˜o de coordenadas x −→ x′



















onde xµ e´ um sistema de coordenadas geral, ξα e´ um sistema de coor-
denadas localmente inercial e ηαβ e´ o tensor de Minkowski dado por
ηαβ ≡

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 . (2.8)
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Sob uma transformac¸a˜o de coordenadas xµ −→ x′µ, o tensor






















Vemos que gµν se transforma como um tensor covariante, como
se esperaria que fosse. O tensor me´trico contravariante gµν e´ o inverso








1 se λ = ν
0 se λ 6= ν , (2.10)
e que apresenta a propriedade interessante de ter sempre as mesmas
componentes em todos os sistemas de coordenadas.
Outros dois objetos matema´ticos que vamos precisar sa˜o as den-
sidades escalares e tensoriais, um exemplo destas densidades e´ o deter-
minante do tensor me´trico
g ≡ −Det (gµν) . (2.11)
Como ja´ foi visto o tensor me´trico se transforma de acordo com (2.9), se



























onde |∂x/∂x′| e´ o determinante de (∂xλ/∂x′µ) e e´ chamado de Jaco-
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biano da transformac¸a˜o x′ → x. Vemos que g se transforma como
um escalar a menos do termo com o Jacobiano e, por isso, e´ chamado
de densidade escalar. Analogamente, quantidades que se transformam
como um tensor a menos de termos com Jacobiano sa˜o chamadas de
densidades tensoriais. Um exemplo importante de densidade tenso-
rial e´ o elemento de volume d4x, que sob uma transformac¸a˜o geral de




considerando a equac¸a˜o (2.12), vemos que o produto
√
gd4x sera´ um
elemento de volume invariante sob qualquer transformac¸a˜o de coorde-
nadas.
Nesta sec¸a˜o vimos como realizar transformac¸o˜es de coordenadas
gerais para alguns objetos matema´ticos importantes para a relatividade
geral como vetores e tensores. Na pro´xima sec¸a˜o veremos como calcular
a derivada covariante de vetores e tensores.
2.3 DERIVADA COVARIANTE
Nesta sec¸a˜o veremos que as derivadas usuais na˜o sa˜o invariantes
sob transformac¸o˜es gerais de coordenadas e obteremos uma outra de-
rivada, a derivada covariante, que possui esta invariaˆncia. Ale´m disso,
e´ importante ressaltar que as equac¸o˜es de campo da relatividade geral
sa˜o equac¸o˜es tensoriais, por isso, e´ relevante encontrar uma forma de
calcular derivadas que tambe´m possuam cara´ter tensorial.
Ja´ vimos como os vetores devem se transformar quando fazemos
uma mudanc¸a de coordenadas geral x → x′, agora veremos como se























Vemos que a diferencial das componentes covariantes de um vetor so´ se
transforma como (2.4) se os termos com derivada segunda forem zero,
ou seja, se as coordenadas xν forem func¸o˜es lineares das coordenadas
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x′µ e vice-versa. O mesmo ocorre se no´s calculamos a sua derivada
em relac¸a˜o a`s coordenadas ∂Aµ/∂x
κ, aparecem derivadas segundas, e
a derivada em relac¸a˜o as coordenadas das componentes covariantes dos
vetores so´ sera´ invariante por uma transformac¸a˜o geral de coordena-
das se estas derivadas segundas forem zero. O ana´logo ocorre com as
componentes contravariantes dos vetores. Portanto, devemos encon-
trar uma forma de derivar e diferenciar vetores que seja invariante sob
transformac¸o˜es de coordenadas gerais. A diferencial de um vetor pode
ser calculada como a diferenc¸a entre o vetor Aµ localizado em xµ e o
vetor Aµ + dAµ localizado em xµ + dxµ, no entanto, em espac¸os cur-
vos a forma como um vetor se transforma depende de sua localizac¸a˜o.
Por isso, para que a diferencial de um vetor se transforme como (2.4)
ou (2.3), os dois vetores a serem subtra´ıdos devem estar localizados
no mesmo ponto, ou seja, devemos transportar um dos vetores para o
ponto em que o outro se encontra, ao mesmo tempo, esse transporte
tem que ser feito de modo que no espac¸o plano, que pode ser repre-
sentado pelas coordenadas galileanas2, a diferencial do espac¸o curvo se
reduza a` diferencial ordina´ria. A soluc¸a˜o e´ fazer um transporte para-
lelo3, pois, no espac¸o plano este tipo de transporte na˜o altera o valor
das componentes do vetor. Ja´ nos espac¸os curvos, se realizamos um
transporte paralelo no vetor Aµ do ponto xµ para o ponto xµ +dxµ ele
ira´ assumir um valor distinto do vetor que esta´ localizado neste ponto,
Aµ + dAµ, que iremos chamar de Aµ + δAµ, e a diferenc¸a entre estes
dois vetores localizados em xµ + dxµ sera´
DAµ = (Aµ + dAµ)− (Aµ + δAµ) (2.15)
= dAµ − δAµ.
O valor de δAµ depende do valor das componentes do vetor Aµ,
e essa dependeˆncia deve ser linear porque o vetor resultante da soma
de outros dois deve se transformar da mesma forma que estes u´ltimos.





onde Γν µβ sa˜o quantidades que variam com a variac¸a˜o do vetor e com a
2O sistema de coordenadas galileanas e´ o sistema de coordenadas que repre-
senta um referencial inercial com as coordenadas espaciais dadas pelas coorde-
nadas cartesianas (x, y, z) e a coordenada temporal dada por −ct, de forma que
ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 [15].
3Quando realizamos um transporte paralelo em um vetor, no´s mudamos a sua
posic¸a˜o mas, mantemos o vetor “apontando” na mesma direc¸a˜o e sentido.
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variac¸a˜o de coordenadas. Essas quantidades sa˜o chamadas de S´ımbolos
de Christoffel. O valor de Γν µβ nas coordenadas galileanas deve ser
zero de forma que DAµ volte a ser dAµ, por esse motivo constatamos
que Γν µβ na˜o e´ um tensor pois, um tensor que e´ zero em um sistema de
coordenadas deve ser zero em todos os outros. Para saber como deve
ficar a diferencial das componentes contravariantes de um vetor DAµ,
vamos lembrar que o valor dos escalares e´ sempre o mesmo em qualquer
sistema de coordenadas ou posic¸a˜o no espac¸o, consequentemente
Dc = dc =⇒ δc = 0, (2.17)
onde c e´ um escalar qualquer. Assim, vamos aplicar esse fato ao valor
do produto escalar de dois vetores Uµ e Vµ
δ (UµVµ) = VµδU
µ + UµδVµ = 0 (2.18)
=⇒ VµδUµ = −UµδVµ = −UµΓν µβVνdxβ .
Como os ı´ndices sa˜o arbitra´rios podemos trocar µ por ν para obter
VµδU
µ = −VµΓµνβUνdxβ ,
e como Vµ e´ um vetor qualquer, pode ser eliminado para obtermos o
valor da variac¸a˜o de um vetor covariante sob um deslocamento paralelo
δUµ = −ΓµνβUνdxβ . (2.19)
























Nas duas u´ltimas equac¸o˜es acima podemos identificar que as par-
tes entre pareˆnteses sa˜o a generalizac¸a˜o da derivada em relac¸a˜o a`s co-
ordenadas para os espac¸os curvos. Essas derivadas sa˜o chamadas de
derivadas covariantes dos vetores Aµ e Aµ respectivamente, e sa˜o de-
notadas como Aµ;β e Aµ;β , de modo que
∇βAµ = Aµ;β = ∂Aµ
∂xβ
− Γν µβAν . (2.22)
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Podemos ver que em coordenadas galileanas a derivada covariante se
reduz a` derivada comum pois, Γν µβ = 0, ale´m disso, como uma con-
sequeˆncia de (2.17) conclu´ımos que a derivada covariante de uma cons-
tante e´ igual sua derivada ordina´ria. Para saber como deve ficar a
derivada covariante de um tensor, vamos primeiro calcular o desloca-
mento paralelo. Para facilitar nosso trabalho vamos escrever um tensor
como o produto de dois vetores Aµν = CµDν
δAµν = δ (CµDν) = DνδCµ + CµδDν (2.24)
= −DνΓµαβCadxβ − CµΓναβDadxβ






e substituindo o resultado acima em DAµν = dAµν−δAµν ≡ Aµν ;βdxβ
podemos concluir que a derivada covariante das componentes contra-







Procedendo da mesma forma, podemos chegar a`s equac¸o˜es para a de-
rivada covariante das componentes mistas de um tensor Aµν e das com-









− ΓαµβAαν − ΓανβAµα. (2.27)
Para tensores de ordem maior devemos usar a regra de adicionar um
termo −Γν µβAν para cada ı´ndice covariante e um termo +ΓµνβAν para
cada ı´ndice contravariante. Podemos usar a derivada covariante para
mostrar que os s´ımbolos de Christoffel sa˜o sime´tricos em relac¸a˜o aos
seus ı´ndices covariantes, para isso, vamos escrever um vetor Aµ como
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Em coordenadas galileanas o lado esquerdo da equac¸a˜o acima e´ zero,
como a derivada covariante de um vetor e´ um tensor, enta˜o se seu valor





Para saber como os s´ımbolos de Christoffel se transformam sob uma
mudanc¸a de coordenadas basta comparar como se transformam os dois
















A equac¸a˜o acima mostra mais uma vez que os s´ımbolos de Christoffel
na˜o sa˜o tensores pois, eles so´ se transformam como tensores se as coor-
denadas xµ forem func¸o˜es lineares das coordenadas x′ν , e vice-versa.
Nesta sec¸a˜o vimos como calcular derivadas covariantes e encon-
tramos os s´ımbolos de Christoffel. Na sec¸a˜o seguinte mostraremos que
os s´ımbolos de Christoffel esta˜o relacionados com o tensor me´trico.
2.4 RELAC¸A˜O ENTRE OS SI´MBOLOS DE CHRISTOFFEL E O
TENSOR ME´TRICO
Nesta sec¸a˜o veremos que os s´ımbolos de Christoffel podem ser
expressos em termos do tensor me´trico.
Para encontrar a relac¸a˜o entre os s´ımbolos de Christoffel e o
tensor me´trico primeiro precisamos mostrar que a derivada covariante
do tensor me´trico e´ zero, para isso, vamos usar a seguinte relac¸a˜o [18]
Aµ = gµνA
ν . (2.31)








A relac¸a˜o da equac¸a˜o (2.31) e´ va´lida para qualquer vetor ou tensor,




portanto, o termo Aνgµν;β da equac¸a˜o (2.32) deve ser zero, e como A
ν
e´ um vetor qualquer, enta˜o
gµν;β = 0. (2.34)




− Γαµβgαν − Γανβgµα = 0
⇒ ∂gµν
∂xβ
= Γν,µβ + Γµ,νβ .
Permutando os ı´ndices µ, ν e β, encontramos
∂gβµ
∂xν
= Γµ,βν + Γβ,µν
−∂gνβ
∂xµ
= −Γβ,νµ − Γν,βµ,
e somando as u´ltimas treˆs equac¸o˜es, lembrando que os s´ımbolos de
Christoffel sa˜o sime´tricos em seus ı´ndices covariantes, neste caso em
relac¸a˜o aos ı´ndices covariantes depois da v´ırgula, chegamos a` relac¸a˜o














Agora usando gαµ para subir o ı´ndice µ de Γµ,νβ encontramos a relac¸a˜o















Nesta sec¸a˜o vimos que a derivada covariante do tensor me´trico
e´ zero e, a partir disso, encontramos a relac¸a˜o entre os s´ımbolos de
Christoffel e o tensor gµν . Na sec¸a˜o seguinte obteremos a equac¸a˜o de
trajeto´ria para espac¸os curvos.
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2.5 EQUAC¸A˜O DA GEODE´SICA
Nesta sec¸a˜o veremos como obter a trajeto´ria de uma part´ıcula
em um espac¸o curvo.
Sabemos que a trajeto´ria de uma part´ıcula em treˆs dimenso˜es na
auseˆncia de forc¸as e´ uma linha reta e, ale´m disso, que esta trajeto´ria e´
o menor caminho ligando o ponto inicial e final. Por isso, para genera-
lizar a equac¸a˜o de trajeto´ria vamos procurar por uma curva em que o
comprimento de arco s e´ a menor distaˆncia entre um certo ponto inicial




ds = extremo. (2.35)
Vamos descrever nossa curva em termos de um paraˆmetro arbitra´rio λ
que possui sempre os mesmos valores nos pontos pi e pf para todas as
curvas comparadas, ale´m disso, vamos usar a definic¸a˜o de ds2
ds2 = gµνdx
µdxν . (2.36)















dλ = extremo. (2.37)





dL (qi, q˙i, t)
dt
dt = 0 (2.38)











onde podemos fazer as seguintes substituic¸o˜es: t → λ, qi → xµ e
(q˙i = dqi/dt)→ (x˙µ = dxµ/dλ). Aplicando as equac¸o˜es de Euler-Lagrange
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Considerando que estamos procurando pela equac¸a˜o da geode´sica, ou
seja, pela equac¸a˜o da curva para qual s e´ um extremo, conclu´ımos a
partir das equac¸o˜es (2.37) e (2.39) que, para esta curva, F e´ constante.













Por fim, utilizando a relac¸a˜o
∂gαβ
∂xν
= Γσναgσβ + Γ
σ
νβgσα









Nesta sec¸a˜o utilizamos o princ´ıpio da mı´nima ac¸a˜o para genera-
lizar a equac¸a˜o de trajeto´ria da f´ısica newtoniana. Na sec¸a˜o seguinte
veremos como podemos saber se um espac¸o e´ plano ou curvo.
2.6 TENSOR DE RIEMANN
Nesta sec¸a˜o veremos que podemos identificar se um espac¸o e´
curvo ou plano utilizando o tensor de Riemann.
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Na Sec¸a˜o (2.3) vimos que dados dois vetores, Aµ localizado em
xµ, e Aµ+dAµ localizado em xµ+dxµ. Se estamos em um espac¸o plano
e realizamos um transporte paralelo em Aµ de xµ para xµ+dxµ, o valor
que as componentes do vetor Aµ ira˜o assumir no ponto xµ+dxµ sera´ o
mesmo valor das componentes do vetor localizado neste ponto, ou seja,
Aµ + dAµ. No entanto, se estamos em um espac¸o curvo e realizamos
o mesmo transporte paralelo as componentes do vetor Aµ ira˜o assumir
um valor em xµ + dxµ diferente do valor das componentes do vetor
localizado neste ponto, que sera´ dado por Aµ+δAµ. Assim, conclu´ımos
que o termo δAµ esta´ associado a curvatura do espac¸o, e que podemos
usar esta quantidade para obter uma forma de quantificar a curvatura
do espac¸o. Neste ponto, vamos lembrar um resultado importante dos
transportes paralelos, o valor que as componentes do vetor assumem
apo´s o transporte paralelo depende da trajeto´ria percorrida e, uma
consequeˆncia disso que nos interessa e´ que se realizamos um transporte
paralelo em um vetor ao longo de uma trajeto´ria fechada ao retornar
ao ponto inicial o valor de suas componentes sera´ diferente do valor
das componentes antes do transporte. Para calcular a diferenc¸a entre o
valor das componentes do vetor antes e depois de sofrer um transporte
paralelo ao longo de um caminho fechado vamos considerar um espac¸o
curvo bidimensional como na Figura 1.
Figura 1 – Na figura acima vemos uma superf´ıcie curva bidimensional.
Fonte [15].
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A Figura 1 mostra o vetor 1 no ponto A que apo´s sofrer um
transporte paralelo ao longo da curva AB se transforma no vetor 2, a
seguir o vetor sofre outro transporte paralelo ao longo da curva BC e
se transforma no vetor 3 e, por u´ltimo, o vetor e´ paralelamente trans-
portado ao longo da curva CA voltando ao ponto A mas agora, se
transformando no vetor 1′ diferente de 1. Se integramos a variac¸a˜o
do vetor δAν atrave´s do percurso fechado percorrido vamos obter a


































































podemos fazer a substituic¸a˜o ∂Aµ/∂x







onde, Rσνλµ e´ conhecido como tensor de curvatura ou tensor de Rie-
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− Γρ νλΓσρµ. (2.44)
Vemos que o tensor de Riemann pode ser usado para identificar se um
espac¸o e´ plano ou curvo, isso porque ele depende dos s´ımbolos de Chris-
toffel e de suas derivadas, e como ja´ foi visto os s´ımbolos de Christoffel
se anulam para espac¸os planos e, como consequeˆncia, Rσνλµ = 0 para
espac¸os sem curvatura. Ale´m disso, se contra´ımos o ı´ndice contrava-
riante com um dos ı´ndices covariantes do tensor de Riemann obtemos





Nesta sec¸a˜o partindo do transporte paralelo de um vetor ao longo
de um caminho fechado em um espac¸o curvo, obtivemos o tensor de
Riemann que estabelece um crite´rio para a curvatura para um dado
espac¸o-tempo. Na pro´xima sec¸a˜o veremos como generalizar os conceitos
de energia e momento da mecaˆnica cla´ssica.
2.7 TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO
Nesta sec¸a˜o vamos estudar o tensor de energia-momento e sua
interpretac¸a˜o.
Na formulac¸a˜o da relatividade restrita, o quadrivetor de energia-










onde m e´ a sua massa de repouso, c e´ a velocidade da luz no va´cuo, v e´
o mo´dulo da velocidade e vx, vy e vz sa˜o as componentes da velocidade
da part´ıcula nas direc¸o˜es x, y e z, respectivamente. Este quadrive-
tor expressa a energia e o momento de uma part´ıcula de uma forma
relativ´ıstica. Outro objeto matema´tico de interesse na teoria da re-
latividade e´ o tensor de energia-momento Tµν . Fisicamente o tensor
Tµν significa o fluxo da µ-e´sima componente do quadrivetor de energia-
momento pela superf´ıcie em que xν e´ constante, de forma que [19]:
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• T 00 e´ o fluxo de energia por uma superf´ıcie de tempo constante,
ou seja, e´ a densidade de energia
• T i0 = T i0, onde i = 1, 2, 3, pode ser entendido tanto como o fluxo
de energia pela superf´ıcie xµ quanto como a µ-e´sima componente
da densidade de momento linear
• T ij , onde i e j = 1, 2, 3, e´ o fluxo da i-e´sima componente do
momento linear pela superf´ıcie em que xj e´ constante, ou seja, os
T ij’s sa˜o as “tenso˜es”.
Podemos desenvolver uma equac¸a˜o de conservac¸a˜o para energia
e momento para cada sistema que considerarmos, por exemplo, nos
sistemas fechados a energia e o momento sempre sa˜o conservados e a
equac¸a˜o de conservac¸a˜o fica
Tµν;ν = 0. (2.47)
Ale´m disso, na mecaˆnica cla´ssica uma outra lei de conservac¸a˜o que deve-
mos considerar e´ a do momento angular. A generalizac¸a˜o do momento
angular cla´ssico
L = v × p (2.48)
e´ dada pelo tensor momento angular [17]
Mµνα = Tµνxα − Tανxµ, (2.49)




α + Tµνδαν − Tαν;νxµ − Tανδµν = 0 (2.50)
⇒ Tµα − Tαµ = 0,
ou seja, em um sistema fechado o momento angular so´ e´ conservado se
o tensor de energia-momento for sime´trico.
Nesta sec¸a˜o vimos que os conceitos de energia e momento sa˜o
generalizados pelo tensor de energia-momento. Na sec¸a˜o seguinte vere-
mos como fica o tensor de energia momento para fluidos perfeitos.
2.7.1 Tensor de Energia-Momento para fluidos perfeitos
Nesta sec¸a˜o obteremos o tensor de energia-momento para um
fluido perfeito.
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Fluidos perfeitos sa˜o fluidos idealizados em que se estamos local-
mente em repouso em relac¸a˜o a um elemento do sistema observaremos




ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p
 , (2.51)
onde p e´ a pressa˜o, ρ e´ a densidade de massa de repouso e o ı´ndice
(0) serve para lembrar que o tensor esta´ expresso em um sistema de
coordenadas que esta´ localmente em repouso em relac¸a˜o a um elemento
do sistema. No entanto, iremos fazer uma transformac¸a˜o de coordena-
das do sistema que se move junto com o fluido para um outro em que
estamos em repouso vendo o fluido se mover com uma velocidade v.
Neste caso devemos fazer a transformac¸a˜o de coordenadas (no espac¸o
plano)




onde Tµν representa o tensor de energia-momento para um fluido per-
feito agora no sistema de coordenadas em que observamos o fluido se
mover com uma velocidade v, Tµν(0), como ja´ foi dito, representa o ten-
sor de energia-momento no sistema de coordenadas que se move junto
com fluido e Λµα (v) representa as transformac¸o˜es de Lorentz e e´ dado
por












. Substituindo na equac¸a˜o (2.52) e efetu-
ando os ca´lculos, encontramos















As equac¸o˜es acima podem ser sintetizadas na forma do seguinte tensor
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contravariante





















de forma que UµUµ = −1. Em sistemas que na˜o sa˜o fechados a equac¸a˜o
de conservac¸a˜o sera´ dada por
Tµν;ν = f
µ, (2.57)
onde fµ e´ o quadrivetor da densidade de forc¸a externa. Se queremos
saber a equac¸a˜o de conservac¸a˜o para a energia devemos considerar na
equac¸a˜o acima apenas os termos do tipo tempo












⇒ ∇ · [(ω + p) v] + ∂ω/∂t = cf0,
onde q e´ a densidade de momento e ω e´ a densidade de energia, que
sa˜o dadas pelas seguintes equac¸o˜es






ω = T 00 =
ρc2 + pv2/c2
1− (v/c)2 .
O limite newtoniano da equac¸a˜o (2.58) ocorre quando ω = c2ρ, p c2ρ
e f0/c 1, de modo que ela fica na forma
∇ · (ρv) + ∂ρ/∂t = 0 (2.60)
que pode ser reconhecida como a equac¸a˜o da continuidade. A parte
espacial da equac¸a˜o (2.57) e´ dada por






+ ∂qi/∂t = fi, (2.61)















v = f . (2.62)
Se tomamos o limite newtoniano ω = c2ρ, p  c2ρ e vf0  f das














Por fim, o tensor que se reduz a (2.55) no espac¸o plano, e´ dado por






onde Uµ e´ dxµ/dτ localmente para um elemento de fluido como´vel.
Neste cap´ıtulo obtivemos os principais resultados matema´ticos
necessa´rios para o desenvolvimento desta dissertac¸a˜o. O pro´ximo passo
e´ aplicar esses resultados para sistemas f´ısicos de interesse. Com esse
fim, no pro´ximo cap´ıtulo faremos uma breve revisa˜o sobre alguns con-
ceitos importantes da relatividade geral.
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3 REVISA˜O RELATIVIDADE GERAL
Neste cap´ıtulo estudaremos a base f´ısica necessa´ria para o de-
senvolvimento do estudo proposto. Iremos apresentar os princ´ıpios da
equivaleˆncia e da covariaˆncia geral, assim como obter o limite newto-
niano da relatividade geral e, por fim, encontraremos, utilizando argu-
mentos qualitativos, as equac¸o˜es de campo para a relatividade geral.
3.1 PRINCI´PIO DA EQUIVALEˆNCIA E PRINCI´PIO DA COVARIAˆNCIA
GERAL
Nesta sec¸a˜o veremos que campos gravitacionais sa˜o localmente
equivalentes aos referenciais na˜o inerciais.
A igualdade entre a massa gravitacional e a inercial1 significa que
se a forc¸a sofrida por um corpo de massa igual a mg = mi = m em um
campo gravitacional esta´tico e homogeˆneo e´ dada por Fg = mg enta˜o,
a forc¸a necessa´ria para fazer esse corpo sair do repouso e se mover
com acelerac¸a˜o g e´ a mesma. Isso levou Einstein a concluir que um
corpo em queda livre em um campo gravitacional esta´tico e homogeˆneo
na˜o consegue detectar o campo, pois a forc¸a inercial sobre o corpo se
cancelara´ exatamente com a forc¸a gravitacional. No entanto, se estamos
em queda livre em um campo gravitacional que varia com a posic¸a˜o
ou com o tempo, havera´ meios de identificar a presenc¸a do campo.
Outra considerac¸a˜o que deve ser feita e´ que os campos gravitacionais
que sa˜o equivalentes aos referenciais na˜o inerciais na˜o se comportam
exatamente como os campos gravitacionais que ocorrem na natureza,
por exemplo, o campo gravitacional equivalente a um referencial em
rotac¸a˜o aumenta com o aumento da distaˆncia em relac¸a˜o ao eixo de
rotac¸a˜o e, por isso, tende a infinito quando a distaˆncia em relac¸a˜o
ao eixo de rotac¸a˜o tende para infinito mas, os campos gravitacionais
conhecidos sempre tendem a zero quando a distaˆncia em relac¸a˜o a fonte
do campo tende para infinito. Contudo, se considerarmos apenas uma
regia˜o do espac¸o e do tempo em que o campo varia pouco, a forc¸a
inercial ainda cancela a forc¸a gravitacional.
Depois destas observac¸o˜es, podemos estabelecer o princ´ıpio da
equivaleˆncia que diz o seguinte [18]:
“Em cada ponto do espac¸o-tempo em um campo
1A massa inercial, mi, e´ a massa que aparece na segunda lei de Newton e a
massa gravitacional, mg , e´ a massa que aparece na lei da gravitac¸a˜o de Newton.
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gravitacional arbitra´rio e´ poss´ıvel escolher um
‘sistema de coordenadas localmente inercial’ de
modo que, dentro de uma regia˜o suficientemente
pequena nas vizinhanc¸as do ponto em questa˜o,
as leis da natureza ficam na mesma forma que
em um sistema de coordenadas Cartesiano na˜o
acelerado na auseˆncia de gravitac¸a˜o.”
Aqui a expressa˜o “mesma forma que em um sistema de coorde-
nadas Cartesiano na˜o acelerado” significa mesma forma que na relati-
vidade restrita e “regia˜o suficientemente pequena” significa grosseira-
mente uma regia˜o dentro da qual o campo e´ praticamente constante.
So´ podemos entender esta u´ltima ideia rigorosamente de forma ma-
tema´tica.
O princ´ıpio da equivaleˆncia pode ser expresso tambe´m atrave´s do
princ´ıpio da covariaˆncia geral. O princ´ıpio da covariaˆncia geral e´ uma
forma alternativa do princ´ıpio da equivaleˆncia, com ele e´ poss´ıvel chegar
a`s equac¸o˜es da gravitac¸a˜o e do eletromagnetismo de uma maneira muito
mais simples. Este princ´ıpio consiste de duas exigeˆncias que as equac¸o˜es
da relatividade geral devem obedecer:
• na auseˆncia de campo gravitacional as equac¸o˜es obedecem a`s leis
da relatividade restrita;
• as equac¸o˜es devem ser invariantes sob transformac¸o˜es de coorde-
nadas gerais x→ x′.
E´ poss´ıvel encontrar muitas equac¸o˜es que sa˜o covariantes gerais e
que obedecem a`s leis da relatividade restrita na auseˆncia de campo gra-
vitacional. No entanto, so´ estamos assegurados pelo princ´ıpio da equi-
valeˆncia para construir um sistema de coordenadas localmente inercial
em regio˜es pequenas, dentro das quais o campo gravitacional pode ser
considerado constante. Assim, o princ´ıpio da covariaˆncia geral somente
sera´ aplicado a essas regio˜es pequenas, de forma que, normalmente nos-
sas equac¸o˜es covariantes gerais ira˜o depender somente do tensor me´trico
gµν e suas derivadas primeiras.
Nesta sec¸a˜o vimos que o princ´ıpio da covariaˆncia geral e´ uma
forma mais facilmente aplica´vel do princ´ıpio da equivaleˆncia. Na pro´xima
sec¸a˜o iremos encontrar o limite newtoniano para a relatividade geral.
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3.2 LIMITE NEWTONIANO
Nesta sec¸a˜o veremos, partindo da equac¸a˜o geode´sica (2.42), como
obter o limite newtoniano da relatividade geral.
Falar em limite newtoniano significa falar de campos gravitacio-
nais fracos e estaciona´rios e velocidades baixas comparadas com c. Se
a velocidade de um corpo e´ baixa comparada com c, isso implica que









Se o campo gravitacional e´ fraco enta˜o o tensor me´trico difere por pouco
do tensor me´trico de Minkowski, ou seja,
gµν = ηµν + hµν , onde ‖hµν‖  1. (3.2)
Por fim, se o campo gravitacional e´ estaciona´rio enta˜o as componen-
tes do tensor me´trico sa˜o independentes do tempo, de forma que, as








Substituindo a equac¸a˜o (3.2) na equac¸a˜o acima e considerando apenas
termos de primeira ordem em ηβν , encontramos que os s´ımbolos de























A segunda equac¸a˜o implica que dt/dτ e´ constante. Na primeira equac¸a˜o














onde φ e´ o potencial gravitacional, de modo que, comparando a equac¸a˜o
(3.5) com a equac¸a˜o (3.6), conclu´ımos que
h00 = −2 φ
c2
+ c1,
onde c1 e´ uma constante. Para saber quanto vale a constante da
equac¸a˜o acima, vamos considerar que tanto φ quanto h00 devem ir








Nesta sec¸a˜o vimos que no limite de campos gravitacionais fra-
cos e estaciona´rios e velocidades baixas comparadas com c, a relati-
vidade geral deve tender para a f´ısica newtoniana. Na sec¸a˜o seguinte
encontraremos a generalizac¸a˜o da equac¸a˜o de Poisson para o campo
gravitacional na relatividade geral.
3.3 EQUAC¸O˜ES DE CAMPO
Nesta sec¸a˜o, nos baseando no livro [18], vamos encontrar as
equac¸o˜es de campo da relatividade geral.
Considere um campo gravitacional forte arbitra´rio. De acordo
com o princ´ıpio da equivaleˆncia podemos, em um ponto X qualquer
do campo, definir um sistema de coordenadas localmente inercial, de
forma que no ponto X






Nesse ponto e em sua redondeza vale a aproximac¸a˜o de campo fraco
(3.7) e, ale´m disso, da equac¸a˜o (2.51) sabemos que a componente T00
do tensor de energia-momento para um sistema de coordenadas local-
mente inercial e´ T00 = c
2ρ. Na gravitac¸a˜o newtoniana a equac¸a˜o que
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determina o campo gravitacional φ e´ a equac¸a˜o de Poisson
∇2φ = 4piGρ, (3.8)
onde G e´ a constante gravitacional. Se usamos a equac¸a˜o (3.7) para
escrever φ/c2 em termos de g00 e o termo T00 da equac¸a˜o (2.51) para
escrever c2ρ em termos de T00, e a seguir substitu´ımos as relac¸o˜es en-




Esta equac¸a˜o so´ e´ va´lida para um sistema de coordenadas localmente
inercial, mas vamos assumir que no caso de campos gravitacionais ar-





onde Gµν tem de ser uma combinac¸a˜o linear do tensor me´trico e suas
derivadas primeiras e segundas. Para saber qual deve ser a forma de
Gµν vamos fazer as seguintes considerac¸o˜es [18]:
1. Como o lado direito da equac¸a˜o e´ um tensor de segunda ordem
sime´trico, enta˜o Gµν tambe´m deve ser um tensor sime´trico.
2. Da equac¸a˜o (2.47) sabemos que o tensor de energia-momento se
conserva e, portanto,
Gµν;µ = 0.
3. Vamos supor que Gµν e´ composto apenas por derivadas de se-
gunda ordem e derivadas de primeira ordem da me´trica elevadas
ao quadrado.
4. Por fim, no limite newtoniano devemos ter G00 ' ∇2g00.
Como ja´ foi dito anteriormente, na relatividade geral a gravidade
e´ tratada como um encurvamento do espac¸o-tempo, e o tensor que
calcula a curvatura e´ o tensor de Riemann, ale´m disso, esse tensor e´
composto de derivadas segundas e derivadas primeiras ao quadrado do
tensor me´trico, satisfazendo a suposic¸a˜o (3.). Mas, o tensor de Riemann
e´ de quarta ordem e antissime´trico, portanto, Gµν deve ser constru´ıdo
a partir de contrac¸o˜es desse tensor. Os u´nicos tensores que podem ser




o escalar de curvatura R = Rµµ. Enta˜o, para obedecer a considerac¸a˜o
(1.) o tensor Gµν deve ter a seguinte forma
Gµν = C1Rµν + C2gµνR, (3.9)






νR;µ = 0. (3.10)
A partir das identidades de Bianchi [18]
Rλµνκ;η +Rλµην;κ +Rλµκη;ν = 0 (3.11)










Existem duas possibilidades, C2 = −C1/2 ou R;ν = 0. Para mostrar
que a primeira possibilidade que esta´ correta, vamos observar que




Portanto, se R;ν = 0 enta˜o T
µ
µ;ν = 0 tambe´m mas, isso na˜o ocorre na
presenc¸a de mate´ria inomogeˆnea na˜o relativ´ıstica. Assim, conclu´ımos
















Na aproximac¸a˜o newtoniana temos gµν = ηµν + hµν , onde ‖hµν‖  1,









Sabemos que em sistemas na˜o relativ´ısticos ‖Tij‖  ‖T00‖ o que im-
plica ‖Gij‖  ‖G00‖ de forma que
Rij − 1
2
ηijR ' 0 (3.15)
⇒ Rij ' 1
2
ηijR.
Vamos usar a relac¸a˜o acima para encontrar o valor de R na aproximac¸a˜o
de campo fraco e estaciona´rio




⇒ R ' 2R00.









⇒ 2C1R00 ' ∇2g00.
Finalmente, se calculamos o valor de R00 lembrando que o campo e´









Portanto, conclu´ımos que C1 = 1 e, assim, as equac¸o˜es de campo ficam






utilizando a igualdade R = −8piGTλλ /c4, podemos encontrar uma forma












Nesta sec¸a˜o utilizamos a aproximac¸a˜o newtoniana, a equac¸a˜o de
Poisson e alguns argumentos qualitativos para obter as equac¸o˜es de
campo para a relatividade geral. No pro´ximo cap´ıtulo encontraremos
o tensor me´trico para um espac¸o-tempo esta´tico com simetria axial e
veremos sua relac¸a˜o com a soluc¸a˜o de Schwarzschild.
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4 ESPAC¸O-TEMPO ESTA´TICO COM SIMETRIA
AXIAL
Neste cap´ıtulo estudaremos a me´trica de Weyl, calcularemos suas
equac¸o˜es de campo para o va´cuo e verificaremos a relac¸a˜o com a soluc¸a˜o
de Schwarzschild.
4.1 ME´TRICA DE WEYL
Nesta sec¸a˜o obteremos o tensor me´trico para um espac¸o-tempo
esta´tico com simetria axial, para as partes interna e externa de uma
distribuic¸a˜o de massa.
Einstein publicou seu artigo sobre os fundamentos da relativi-
dade geral em 1916 [1, 2] e, ja´ no ano seguinte, Weyl e Levi-Civita
encontraram a me´trica e as equac¸o˜es de Einstein para um campo gra-
vitacional esta´tico com simetria axial [20–22]. Campos gravitacionais
com simetria axial sa˜o importantes porque podem ser usados para mo-
delar gala´xias e, de um modo geral, um fluido isolado autogravitante
tem simetria axial [23].
No espac¸o plano, se estamos considerando um campo gravita-
cional com simetria axial, isso significa simplesmente que, se estamos
utilizando coordenadas cil´ındricas (r, z, ϕ), onde r =
√
x2 + y2, enta˜o o
potencial gravitacional na˜o depende da coordenada ϕ. No espac¸o curvo
vamos generalizar essa ideia fazendo com que, quando existir simetria
axial, as componentes do tensor me´trico gµν sejam independentes da co-
ordenada ϕ que representa o aˆngulo azimutal. Se, ale´m disso, o campo
gravitacional e´ esta´tico, enta˜o as componentes de gµν tambe´m na˜o de-
pendem do tempo t. Pore´m, mesmo que gµν seja independente de t e ϕ,
as equac¸o˜es de campo ainda va˜o nos levar a dez equac¸o˜es diferenciais
parciais de duas varia´veis espaciais arbitra´rias (x2, x3) que podem ser
(r, z), relativas a`s coordenadas cil´ındricas, ou coordenadas em algum
outro sistema de interesse. Para reduzir e simplificar as equac¸o˜es de
campo vamos considerar tambe´m que o campo gravitacional e´ sime´trico
em relac¸a˜o a uma substituic¸a˜o de t por −t e ϕ por −ϕ. Fisicamente
isso significa que a mate´ria que e´ fonte do campo gravitacional na˜o esta´
rotacionando e, matematicamente, significa que o elemento de linha ds2
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na˜o possui termos cruzados com dt e dϕ, de modo que
ds2 = gtt (x2, x3) dt
2 + gϕϕ (x2, x3) dϕ
2 + Φ (4.1)
Φ = gx2x2 (x2, x3) dx
2
2 + 2gx2x3 (x2, x3) dx2dx3 + gx3x3 (x2, x3) dx
2
3.
Ainda nos restam cinco func¸o˜es a serem determinadas, podemos reduzi-
las para treˆs utilizando um resultado matema´tico bastante conhecido
[24,25], esse resultado diz que uma parte de um elemento de linha como
Φ sempre pode ser diagonalizada, ficando com a seguinte forma







Assim, se gtt (x2, x3) = −γ (x2, x3)2 e gϕϕ (x2, x3) = β (x2, x3)2 pode-
mos escrever o elemento de linha em termos das func¸o˜es α, β e γ





























2 + α(1,0) (x2, x3)
2 − α (x2, x3)α(0,2) (x2, x3)




β(0,1) (x2, x3) γ (x2, x3) + β (x2, x3) γ
(0,1) (x2, x3)
]




β(1,0) (x2, x3) γ (x2, x3) + β (x2, x3) γ
(1,0) (x2, x3)
]














2 + α(1,0) (x2, x3)
2 − α (x2, x3)α(2,0) (x2, x3)




β(0,1) (x2, x3) γ (x2, x3) + β (x2, x3) γ
(0,1) (x2, x3)
]




β(1,0) (x2, x3) γ (x2, x3) + β (x2, x3) γ
(1,0) (x2, x3)
]














β(0,1) (x2, x3) γ (x2, x3) + β (x2, x3) γ
(0,1) (x2, x3)
]




β(1,0) (x2, x3) γ (x2, x3) + β (x2, x3) γ
(1,0) (x2, x3)
]
























onde f (m,n)(x2, x3) significa derivada da func¸a˜o f (x2, x3) de ordem m


















Todas as operac¸o˜es que foram feitas ate´ aqui valem tanto para o espac¸o
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vazio como para onde ha´ mate´ria, ja´ que sa˜o os ca´lculos das compo-
nentes do tensor de Ricci, que aparecem no lado esquerdo das equac¸o˜es
de campo de Einstein, ou seja, relativos a` geometria do sistema em
questa˜o. No entanto, agora vamos nos restringir a examinar como fica
a me´trica no espac¸o vazio. A partir da equac¸a˜o (3.18) podemos concluir
que na auseˆncia de mate´ria
Rµν = 0, (4.6)
portanto, a equac¸a˜o (4.4) fica
Rtt +R
ϕ
ϕ = 0 (4.7)
⇒ ∆ (βγ) = 0.
Assim, conclu´ımos que βγ e´ uma func¸a˜o harmoˆnica de (x2, x3), de modo
que
βγ = r (x2, x3) . (4.8)
Se r (x2, x3) e´ uma func¸a˜o harmoˆnica, enta˜o e´ poss´ıvel construir ou-
tra func¸a˜o harmoˆnica z (x2, x3) , que e´ chamada func¸a˜o conjugada de
r (x2, x3), de forma que r e z sa˜o a parte real e imagina´ria de uma
func¸a˜o anal´ıtica complexa f (z) [26,27]
r + iz = f (x2 + ix3) .
Assim, de acordo com [20], a transic¸a˜o de (x2, x3) para (r, z) e´ um
mapeamento conforme, fazendo com que a forma (4.2) seja preservada





Portanto, o elemento de linha para um campo gravitacional esta´tico
com simetria axial no va´cuo em coordenadas “cil´ındricas”1 deve ficar
na forma (4.8)
ds2 = −γ (r, z)2 dt2 + α (r, z)2 (dr2 + dz2)+ r2γ (r, z)−2 dϕ2. (4.10)
Por fim, se substitu´ımos γ (r, z) = eψ(r,z) e γ (r, z)α (r, z) = eν(r,z)
encontramos a me´trica acima na sua forma mais usual









Nesta sec¸a˜o encontramos a me´trica para um espac¸o-tempo esta´tico
1Nem sempre essas coordenadas sa˜o interpretadas como coordenadas cil´ındricas.
59
com simetria axial. No restante desta dissertac¸a˜o vamos considerar as
formas (4.11) e (4.3), com (x2, x3) = (r, z), para a me´trica e vamos pro-
curar pela soluc¸a˜o para alguns casos de interesse. Na pro´xima sec¸a˜o
veremos como ficam as equac¸o˜es de campo para a me´trica de Weyl no
va´cuo e a sua relac¸a˜o com a soluc¸a˜o de Schwarzschild.
4.2 SOLUC¸A˜O DAS EQUAC¸O˜ES DE CAMPO PARA ME´TRICA DE
WEYL NO VA´CUO
Nesta sec¸a˜o calcularemos as equac¸o˜es (4.6) para a me´trica de
Weyl e veremos que a interpretac¸a˜o das soluc¸o˜es sa˜o pouco intuitivas
[4, 28].
Como ja´ foi visto, as equac¸o˜es de campo da relatividade geral
para regio˜es do espac¸o vazio sa˜o dadas por (4.6). Assim, para obter as
equac¸o˜es de campo para a me´trica (4.11) basta calcular as componentes
do tensor de Ricci e iguala´-las a zero. Fazendo isso, podemos observar




+ ψ(2,0)(r, z) = 0 (4.12)
→ ∇2ψ (r, z) = 0.
Tambe´m e´ poss´ıvel observar que fazendo (Rrr −Rzz) /2+Rrz obtemos:
ν(0,1)(r, z) + ν(1,0)(r, z) = r[−ψ(0,1)(r, z)2 (4.13)
+2ψ(1,0)(r, z)ψ(0,1)(r, z) + ψ(1,0)(r, z)2].
A primeira equac¸a˜o e´ a conhecida equac¸a˜o de Laplace e, em princ´ıpio,
uma vez que tenhamos determinado ψ (r, z) basta substitu´ı-la na se-
gunda equac¸a˜o para obter a func¸a˜o ν (r, z). Assim, pode-se dizer que
todas as soluc¸o˜es para a me´trica de Weyl no va´cuo sa˜o formalmente
conhecidas. Se aproximamos o termo gtt da me´trica (4.11) para valores
pequenos da func¸a˜o ψ (r, z) vamos obter gtt ∼ − (1 + 2ψ), comparando
com a aproximac¸a˜o newtoniana (3.7) e sabendo que ψ satisfaz a equac¸a˜o
de Laplace e´ de se esperar que a func¸a˜o ψ seja o ana´logo do potencial
newtoniano. Portanto, poder´ıamos pensar que se queremos saber qual
a soluc¸a˜o da me´trica de Weyl no va´cuo que representa uma distribuic¸a˜o
de massa espec´ıfica com simetria axial basta resolver a equac¸a˜o de La-
place para a distribuic¸a˜o de massa dada e usar o resultado para obter
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ν. No entanto, como veremos no exemplo a seguir, se resolvemos a
equac¸a˜o de Laplace no espac¸o plano para uma esfera, por exemplo, no
espac¸o curvo a mesma soluc¸a˜o na˜o representa o mesmo objeto. Al-
gumas soluc¸o˜es para as equac¸o˜es de campo para me´trica de Weyl no
va´cuo podem ser encontradas em [3,4, 29,30].
A soluc¸a˜o de Schwarzschild e´ a u´nica soluc¸a˜o das equac¸o˜es de
campo (3.17) no va´cuo para um espac¸o-tempo esfericamente sime´trico
que tende para o espac¸o de Minkowski no infinito, a forma mais simples



















Se transformamos a me´trica das coordenadas de Schwarzschild para
coordenadas esferoidais prolatas
r = m (x+ 1) , θ = arccos (y)
dr = mdx, dθ = − (1− y2)−1/2 dy



















para que a me´trica acima mantenha sua assinatura devemos ter −1 <
y < 1. Na regia˜o fora do raio de Schwarzschild r > 2m (x > 1) podemos


































(z ±m)2 + ρ2. E´ importante ressaltar que a corres-
pondeˆncia entre as coordenadas esferoidais prolatas (x, y) e as coorde-
nadas canoˆnicas de Weyl (ρ, z) so´ existe para a regia˜o z ∈ (−m,m) e
ρ = 0, como esta´ ilustrado na Figura 2.
61
Figura 2 – Coordenadas esferoidais prolatas ilustradas em termos das
coordenadas canoˆnicas de Weyl. Fonte [4].




R− +R+ − 2m





(R− +R+) 2 − 4m2
4R−R+
](
R− +R+ + 2m






R− +R+ + 2m
R− +R+ − 2m
)
dϕ2
Comparando com a me´trica de Weyl no va´cuo podemos fazer as se-
guintes identificac¸o˜es
e2ψ =
R− +R+ − 2m




(R− +R+) 2 − 4m2
4R−R+
. (4.18)






R− +R+ − 2m
R− +R+ + 2m
)
que e´ a equac¸a˜o para o potencial newtoniano para uma barra localizada
em ρ = 0 e entre z = −m e z = m com uma densidade linear de massa
λ = 1/2 e, portanto, com uma massa m. Assim, vemos que a soluc¸a˜o da
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me´trica de Weyl para um campo gravitacional esfericamente sime´trico
e assintoticamente plano, na regia˜o fora do horizonte de eventos r >
2m, que agora ocorre em ρ = 0, corresponde ao potencial newtoniano
de uma barra de comprimento 2m e densidade 1/2. Este e´ um bom
exemplo de que uma mesma “equac¸a˜o” representa coisas diferentes no
espac¸o plano e no espac¸o curvo.
Nesta sec¸a˜o apresentamos as equac¸o˜es de campo para a me´trica
de Weyl no va´cuo. Tambe´m mostramos que a interpretac¸a˜o f´ısica da
soluc¸a˜o dessas equac¸o˜es e´ pouco intuitiva, a me´trica de Schwarzschild
(4.14) quando expressa nas coordenadas de Weyl se transforma no que
“deveria ser” a soluc¸a˜o para uma barra nessas coordenadas.
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5 SOLUC¸O˜ES PARA DISCOS
As soluc¸o˜es que chamamos de internas (dentro de uma dada dis-
tribuic¸a˜o de mate´ria) e as externas (no va´cuo) para a me´trica de Weyl
que representam discos sa˜o importantes porque podem servir para mo-
delar diversos sistemas f´ısicos como, por exemplo, discos de acrec¸a˜o e
gala´xias, e em especial as gala´xias espirais. Algumas formas de encon-
trar soluc¸o˜es para discos utilizando a me´trica de Weyl sa˜o as seguintes:
• usar o me´todo inverso chamado “desloque, corte e reflita”, que
se baseia no me´todo das imagens do eletromagnetismo, para uma
explicac¸a˜o de como o me´todo funciona e algumas soluc¸o˜es que
foram obtidas utilizando este me´todo consultar [31],
• usar o me´todo direto, que equivale a fornecer um tensor de energia-
momento para o disco e resolver diretamente as equac¸o˜es de
campo (3.17) .
Neste cap´ıtulo vamos procurar por soluc¸o˜es da me´trica de Weyl
(4.3)1 para discos que podem ser representados pelo tensor de energia-
momento de fluido perfeito (2.64) utilizando o me´todo direto, ou seja,
tentando resolver diretamente as equac¸o˜es (3.17) , que neste caso va˜o




















= 8piGγ(r, z)2ρ(r, z)






































































































As informac¸o˜es contidas nas equac¸o˜es acima na˜o sa˜o suficientes para a
completa determinac¸a˜o dos sistemas, para este fim outras informac¸o˜es
sa˜o necessa´rias, tambe´m vamos precisar da equac¸a˜o de conservac¸a˜o do
tensor de energia-momento Tµν;ν = 0 e de uma equac¸a˜o de estado, que e´
uma equac¸a˜o que relaciona a pressa˜o e a densidade de energia do fluido.
Nesta dissertac¸a˜o vamos utilizar a equac¸a˜o de estado abaixo, ja´ que e´
uma equac¸a˜o considerada em diversos trabalhos [32–35]
p (r, z) = λc2ρ (r, z) (5.6)
onde λ e´ uma constante. O caso λ = 0 pode ser interpretado como o
poeira, λ = 1/3 como radiac¸a˜o ou mate´ria ultrarrelativ´ıstica e λ = 1
como mate´ria r´ıgida [32]. A equac¸a˜o de conservac¸a˜o para o caso acima
fica
Tµν;ν = 0→ (λ+ 1)
(





ρ(0,1)(r, z) + ρ(1,0)(r, z)
)
= 0.
A soluc¸a˜o das equac¸o˜es acima na˜o e´ simples nem numericamente e nem
analiticamente, ja´ que trata-se de um conjunto de equac¸o˜es diferenciais
na˜o lineares acopladas. Ao inve´s de tentar resolver esse problema, va-
mos inicialmente considerar algumas equac¸o˜es de estado mais simples
baseadas em fatos fenomenolo´gicos e na literatura para assim, em uma
primeira etapa aprender a tratar deste problema. Por isso, a seguir va-
mos encontrar as soluc¸o˜es para alguns casos mais simples. No primeiro
caso vamos assumir que a me´trica de Weyl no va´cuo (4.10) tambe´m po-
deria ser utilizada para calcular soluc¸o˜es internas e que a densidade de
massa e´ constante em toda a distribuic¸a˜o de mate´ria. Na segunda e na
terceira soluc¸a˜o vamos nos restringir ao caso em que λ = 1 e considerar
que as func¸o˜es da me´trica so´ dependem da coordenada r. Na segunda
soluc¸a˜o tambe´m assumiremos a aproximac¸a˜o em que a densidade de
massa deve ser proporcional ao termo grr da me´trica.
5.1 PRESSA˜O E DENSIDADE DE MASSA CONSTANTES
Nesta sec¸a˜o vamos considerar que a forma da me´trica de Weyl
no va´cuo e´ geral o suficiente para que tambe´m possa ser usada para
calcular soluc¸o˜es internas [36, 37] que sejam “fisicamente razoa´veis”.
Portanto, vamos utilizar a me´trica (4.10) substituindo γ (r, z) = eψ(r,z)




−c2e2ψ(r,z) 0 0 0
0 e2ν(r,z) 0 0
0 0 e2ν(r,z) 0
0 0 0 r2e−2ψ(r,z)
 . (5.8)
Considerando a me´trica acima, vamos agora assumir que a fonte do
campo gravitacional pode ser expressa pelo tensor de energia-momento
para um fluido perfeito (2.64). Neste caso vamos obter as seguintes
equac¸o˜es de campo(3.17):


































Gϕϕ → ν(0,2)(r, z) + ν(2,0)(r, z) + ψ(0,1)(r, z)2 (5.13)
+ψ(1,0)(r, z)2 + ψ(0,2)(r, z) + ψ(2,0)(r, z) =
8piGp(r, z)e2ν(r,z)
c4
A equac¸a˜o de estado que vamos utilizar nesta sec¸a˜o sera´ a equac¸a˜o (5.6),
e para facilitar o problema vamos nos restringir ao caso mais simples
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em que a densidade de massa e´ constante ρ (r, z) = ω [38]. Desta forma
a conservac¸a˜o do tensor de energia-momento Tµν;ν = 0, nos leva a`
ψ(0,1) + ψ(1,0) = 0.
Substituindo a relac¸a˜o acima nas equac¸o˜es de campo (5.9) a (5.13)
vamos obter:

























)]− c1z + c2 (5.17)
onde c1 e c2 sa˜o constantes. Portanto, a func¸a˜o ψ (r, z) tambe´m tera´
duas soluc¸o˜es poss´ıveis que sera˜o apresentadas nas sec¸o˜es abaixo.
5.1.1 Soluc¸a˜o para ν1 (r, z)
Nesta sec¸a˜o vamos encontrar a soluc¸a˜o para ψ (r, z) na equac¸a˜o
(5.15) substituindo ν (r, z) = ν1 (r, z), com ν1 (r, z) dado pela equac¸a˜o
(5.16). Vamos supor que o objeto em questa˜o tenha caracter´ısticas
semelhantes a`s de uma gala´xia, de raio rg e espessura 2hg.
Para determinar a constante c2 em (5.16) , utilizamos como condic¸a˜o
de contorno que ν1 (0, 0) = 0, de modo que g
(1)
rr (0, 0) = g
(1)
zz (0, 0) =
e2ν1(0,0) = 1 como na me´trica de Minkowski [35, 39, 40]. Para efetuar
ca´lculos nume´ricos, escolhemos que c1 = 1/a, onde a e´ um paraˆmetro
com dimensa˜o de comprimento. Assim, a func¸a˜o para ν1 (r, z) sera´:


















zz = e2ν1(r,z) entre os
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intervalos r = {0, rg} e z = {−hg, hg}, onde rg e´ o raio da distribuic¸a˜o
de massa e hg e´ a espessura
2, o gra´fico foi obtido com a = rg.




zz = e2ν1(r,z) da me´trica,
com ν1 (r) dado pela equac¸a˜o (5.16) .
Substituindo ν1 (r, z) na equac¸a˜o (5.15) vamos obter:
ψ
(0,2)















a + 1 + 1
) .
(5.18)
Podemos observar que a equac¸a˜o diferencial acima e´ uma equac¸a˜o de
Poisson, que possui a soluc¸a˜o dada por:




2Os valores para o raio rg e a espessura 2hg da distribuic¸a˜o de massa utilizados
foram os valores aproximados para a Via La´ctea, ou seja, 5, 2∗1020m e 1, 9∗1019m
respectivamente.
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que em coordenadas cil´ındricas fica












r2 + r′2 − 2rr′ cos (φ− φ′)+ (z − z′)2 dr′dz′dφ′












a + 1 + 1
) .
Calculando a integral acima, para λ = 1/3 e
ω =
{
8, 8 ∗ 10−20Kg.m−3 se r ≤ rg e |z| ≤ hg
0 se r ≥ rg ou |z| ≥ hg ,
para va´rios pontos na regia˜o r = {0, 2rg} e z = {−2hg, 2hg} utilizando





Figura 4 – Gra´fico para a componente −g(1)tt /c2 = e2ψ1(r,z) da me´trica,
onde ψ1 (r) e´ a soluc¸a˜o da equac¸a˜o (5.18) . A regia˜o do va´cuo comec¸a
onde ha´ uma descontinuidade no gra´fico.
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5.1.2 Soluc¸a˜o para ν2 (r, z)
Nesta sec¸a˜o vamos encontrar a soluc¸a˜o para ψ (r, z) na equac¸a˜o
(5.15) substituindo ν (r, z) = ν2 (r, z) , com ν2 (r, z) dado pela equac¸a˜o
(5.17) .
A constante c1 na equac¸a˜o para ν2 (r, z) foi determinada de modo
que a assinatura da me´trica (5.8) na˜o fosse alterada. Ja´ a constante
c2 foi escolhida como c2 = 0, esta escolha foi feita porque a func¸a˜o
v2 (r, z) diverge na origem e c2 e´ apenas uma constante aditiva, de
forma que seu valor na˜o e´ determinante para a forma da func¸a˜o. Assim,
a func¸a˜o para ν2 (r, z) sera´:
ν2 (r, z) =
−4rg
√













zz = e2ν2(r,z) esta˜o mos-
trados na Figura 5, onde foram tomados os intervalos r = {0, rg} e
z = {−hg, hg} :




zz = e2ν2(r,z) da me´trica,
com ν2 (r) dado pela equac¸a˜o (5.17) .
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Substituindo ν2 (r, z) na equac¸a˜o (5.15) vamos obter:
ψ
(0,2)














1− rrg − 1
) .
(5.19)
Novamente, obtemos uma equac¸a˜o de Poisson, e realizando os




2ψ2(r,z) que esta˜o mostrados na Figura 6. Esses resultados,
juntamente com os da sec¸a˜o anterior, determinam o comportamento da
me´trica para este primeiro caso, onde a pressa˜o e a densidade de massa
sa˜o constantes.
Figura 6 – Gra´fico para a componente −g(2)tt /c2 = e2ψ2(r,z) da me´trica,
onde ψ2 (r) e´ a soluc¸a˜o da equac¸a˜o (5.19) . A regia˜o do va´cuo comec¸a
onde ha´ uma descontinuidade no gra´fico.
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5.2 PRESSA˜O E DENSIDADE DE MASSA PROPORCIONAIS AO
TERMO (11) DA ME´TRICA
Nesta sec¸a˜o e na pro´xima, vamos tomar uma forma um pouco
mais complicada para a equac¸a˜o de estado e considerar o caso em que
as func¸o˜es da me´trica dependem apenas da coordenada r. Algumas
soluc¸o˜es para a me´trica de Weyl que foram calculadas para este caso
podem ser encontradas em [30,33,35–38,41–44]. Aqui vamos reescrever
a me´trica (4.3) redefinindo as func¸o˜es γ, α e β que aparecem em (4.3)
de forma que o tensor me´trico fique
gµν =

−c2e2γ(r) 0 0 0
0 e2α(r) 0 0
0 0 e2α(r) 0
0 0 0 r2e2β(r)
 .
Ale´m disso, nesta e tambe´m na pro´xima sec¸a˜o vamos assumir
que a fonte do campo gravitacional e´ um fluido perfeito representado
pelo tensor da equac¸a˜o(2.64), que nossa equac¸a˜o de estado e´ dada por
(5.6) e vamos nos restringir ao caso em que λ = 1 [45–49], de forma
que as equac¸o˜es (5.1) a (5.7) ficam




































Tµν;ν = 0→ 2ρ(r)γ′(r) + γ(r)ρ′(r) = 0 (5.24)
Neste ponto vamos assumir que p (r) esta´ relacionado a` func¸a˜o α (r) da
seguinte forma
ρ (r) = ρ0g
rr, (5.25)
onde ρ0 e´ a densidade de massa em r = 0. Mais adiante veremos que
esta expressa˜o implica em uma pressa˜o que concorda razoavelmente
com o observado em sistemas astronoˆmicos. Fazendo isso, vamos con-
cluir que para que a equac¸a˜o de conservac¸a˜o (5.24) seja satisfeita deve-
mos ter α′(r) = γ′(r). Substituindo essa relac¸a˜o nas equac¸o˜es de campo
vamos obter














Resolvendo as duas u´ltimas equac¸o˜es para α (r) e β (r) obtemos:



























Vamos utilizar como condic¸o˜es de contorno que α (0) = γ (0) = 0 de
forma que as componentes gtt, grr e gzz da me´trica assumam, em r = 0,
o valor que teriam na me´trica de Minkowski. Tambe´m utilizamos como
condic¸a˜o de contorno que β (rg) = −γ (rg), onde rg e´ o valor de r onde
comec¸a a regia˜o do va´cuo, esta condic¸a˜o foi usada para que a soluc¸a˜o
interna seja cont´ınua com a soluc¸a˜o externa, pois, para a me´trica de
Weyl no va´cuo β (r) = −γ (r). Ale´m disso, tambe´m impusemos que a
func¸a˜o para a densidade ρ (r) atinja seu valor ma´ximo em r = 0, que
e´ o que costuma ocorrer em gala´xias. Desta forma, vamos concluir que
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as func¸o˜es a (r), β (r), γ (r) e ρ (r) sera˜o






























Se calculamos as equac¸o˜es de campo no va´cuo (4.6) quando as func¸o˜es
dependem apenas de r, com gtt = e
2γe(r) = r2/gϕϕ e grr = gzz =
e2αe(r),vamos obter:











Resolvendo as duas u´ltimas equac¸o˜es para αe (r) e γe (r) e utilizando
como condic¸o˜es de contorno que αe (rg) = α (rg), γe (rg) = γ (rg) e
αe′ (rg) = α′ (rg) de forma a impor a continuidade entre as soluc¸o˜es
















































Desse modo, obtivemos todas as quantidades de interesse e as Figuras
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7 a 11 mostram os gra´ficos para a pressa˜o p (r), a densidade de massa
ρ (r) e as componentes do tensor me´trico gµν :











Figura 7 – Gra´fico para a pressa˜o p (r) = c2ρ (r) , onde ρ (r) e´ dada
pela equac¸a˜o (5.28) .
- 1 × 1021 - 5 × 1020 0 5 × 1020 1 × 10210
2. × 10- 15
4. × 10- 15
6. × 10- 15
8. × 10- 15
1. × 10- 14
1.2 × 10- 14





Figura 8 – Gra´fico para a densidade de massa ρ (r) dada pela equac¸a˜o
(5.28) .
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Figura 9 – Gra´fico para a componente −gtt/c2 = e2γ(r) para a parte
interna e −gtt/c2 = e2γe(r) para a parte externa da me´trica, onde γ (r)
e´ dado pela equac¸a˜o (5.26) e γe (r) e´ dado pela equac¸a˜o (5.30) . A regia˜o
de va´cuo comec¸a onde ha´ uma descontinuidade no gra´fico.












Figura 10 – Gra´fico para a componente grr = gzz = e
2α(r) para a parte
interna e grr = gzz = e
2αe(r) para a parte externa da me´trica, onde
α (r) e´ dado pela equac¸a˜o (5.26) e αe (r) e´ dado pela equac¸a˜o (5.29) .
A regia˜o de va´cuo comec¸a em r = 5 ∗ 1020m.
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Figura 11 – Gra´fico para a componente gϕϕ/r
2 = e2β(r) para a parte
interna e gϕϕ/r
2 = e−2γe(r) para a parte externa da me´trica, onde β (r)
e´ dado pela equac¸a˜o (5.27) e γe (r) e´ dado pela equac¸a˜o (5.30) . A regia˜o
de va´cuo comec¸a onde ha´ uma descontinuidade no gra´fico.
Para obter os resultados dos gra´ficos das Figuras 7 a 11, utiliza-
mos para rg o mesmo valor utilizado na sec¸a˜o (5.1.1), para os gra´ficos
para a pressa˜o e para a densidade de massa, Figuras 7 e 8, utilizamos
ρ0 = 2∗10−14Kg.m−3 e para os gra´ficos para as componentes do tensor
me´trico gµν , Figuras 9 a 11, utilizamos ρ0 = 8, 8 ∗ 10−20Kg.m−3.
5.2.1 Comparac¸a˜o com resultados da literatura
Nesta sec¸a˜o vamos comparar nosso gra´fico para a densidade de
massa, Figura 8, com dois modelos da literatura para a distribuic¸a˜o de
massa em uma gala´xia. De acordo com o primeiro modelo [50–52], a
densidade de massa em uma gala´xia que tem aproximadamente a forma
de um disco, decai exponencialmente em func¸a˜o do raio, de forma que:
ρexp (r) = ρexp0 e
−r/rd (5.31)
onde ρexp0 e´ a densidade de massa no centro da gala´xia e rd e´ o com-
primento de escala do disco. Para a Via La´ctea estima-se que rd tenha
um valor entre 6, 2 ∗ 1019 e 9, 3 ∗ 1019m, vamos utilizar o valor mais
baixo, portanto, rd = 6, 2 ∗ 1019m, ale´m disso, para obter o gra´fico da
Figura 12 assumimos que ρexp0 = ρ0 = 2 ∗ 10−14Kg.m−3.
O segundo modelo que vamos considerar e´ o modelo para a Via
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ρ(r)ρexp (r)









Figura 12 – Gra´fico para ρ (r) e ρexp (r) , onde ρ (r) e´ calculado pela
equac¸a˜o (5.28) e ρexp (r) e´ um resultado da literatura [50–52], dado pela
equac¸a˜o (5.31) .
La´ctea que pode ser encontrado nos livros [52, 53] e que se baseia nos
artigos [54–57]. Este modelo divide a gala´xia em quatro componentes:
o bojo, o disco estelar, a mate´ria interestelar e o halo de mate´ria escura,
que sa˜o representados pelas seguintes equac¸o˜es, respectivamente:









r2 + z2/q2b ,





































Todos os paraˆmetros que aparecem nas equac¸o˜es acima podem ser en-
contrados nas Tabelas 1 a 4.
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Tabela 1 – Paraˆmetros para ρb (r, z)




1.8 0.6 1.9 1 0.427
Tabela 2 – Paraˆmetros para ρd (r, z)




0.5 0.3 1 2 1429
Tabela 3 – Paraˆmetros para ρg (r, z)




4 80 2rd 476
Tabela 4 – Paraˆmetros para ρh (r, z)




-2 2.96 0.8 3.83 0.711
Nas Tabelas 1 a 4, 1pc = 3, 0857 ∗ 1016m e 1M = 1, 99886 ∗
1030Kg. Considerando que a densidade de massa total para a Via
La´ctea seja dada pela soma das densidades de massa de seus compo-
nentes, ρMW (r, z) = ρb (r, z)+ρd (r, z)+ρg (r, z)+ρh (r, z), vamos com-
parar nossa func¸a˜o ρ (r), dessa vez colocando ρ0 = 8, 8∗10−13Kg.m−3,
com a densidade de massa total para a gala´xia no plano do disco, ou
seja, ρMW (r, 0) .
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ρ(r)ρMW(r)









Figura 13 – Gra´fico para ρ (r) e ρMW (r) , onde ρ (r) e´ calculado pela
equac¸a˜o (5.28) e ρMW (r) e´ um resultado da literatura [52, 53], dado
pela soma das func¸o˜es (5.32) a (5.35) .
ρ(r)ρMW(r)











Figura 14 – Mesmo gra´fico da Figura 12 mas, para uma escala diferente,
para melhor comparac¸a˜o das curvas.
Nesta sec¸a˜o comparamos a func¸a˜o para a densidade de massa
que encontramos na sec¸a˜o (5.2) , com dois casos conhecidos na litera-
tura. No primeiro caso, comparamos nossa soluc¸a˜o com um modelo
mais simples, que considera que, de um modo geral, a densidade de
massa de gala´xias decai exponencialmente com o raio. Analisando a
Figura 12, vemos que as curvas para ρ (r) e ρexp (r) sa˜o bastante pa-
recidas. No segundo caso, fizemos a comparac¸a˜o com um modelo mais
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completo, que divide a gala´xia em bojo, disco, halo de mate´ria escura
e mate´ria interestelar. Neste caso, podemos observar pelas Figuras 13
e 14 que as curvas para ρ (r) e ρMW (r) apresentam desvios que podem
ser diminu´ıdos com a escolha de equac¸o˜es de estado mais gerais.
5.3 PRESSA˜O E DENSIDADE DE MASSA COM DEPENDEˆNCIA
RADIAL
Nesta sec¸a˜o vamos utilizar as mesmas simplificac¸o˜es da sec¸a˜o
anterior com a excec¸a˜o de que na˜o vamos definir como ρ (r) deve se
comportar, ou seja, procuramos uma soluc¸a˜o mais geral. Neste caso




onde P1 e´ uma constante de integrac¸a˜o. Substituindo a relac¸a˜o acima
nas equac¸o˜es (5.20) a (5.23), e fazendo os seguintes repasses α (r) →
a (r), β (r) → b (r) e γ (r) → g (r) para que na˜o haja confusa˜o com a
soluc¸a˜o da sec¸a˜o anterior, vamos encontrar
















Gzz → −a′(r)b′(r)− a′(r)g′(r)− a
′(r)
r















Manipulando as equac¸o˜es acima vamos obter:












Resolvendo a equac¸o˜es acima para b (r) e g (r) em func¸a˜o de a (r),
obtemos






g(r) = −c3a(r)− log (c1a′(r)) , (5.38)
onde c1, c2 e c3 sa˜o constantes. Se substituirmos as func¸o˜es acima nas
equac¸o˜es de campo, concluiremos que precisamos resolver a seguinte
equac¸a˜o para a (r):
(c3 + 1) a












, a equac¸a˜o acima fica:
2 (c3 + 1)
2q(r)q′′(r)− [c3 (c3 + 4)− q(r) + 2] q′2 = 0.




2 (c3 + 1) 2
,− q(r)
2 (c3 + 1) 2
]
= c5 + r,
para determinar q (r) devemos calcular a func¸a˜o inversa na equac¸a˜o




2 (c3 + 1) 2
,− c5 + r














2 (c3 + 1) 2
,− c5 + r




A func¸a˜o gama incompleta pode possuir valores reais e imagina´rios,
no nosso caso queremos que as func¸o˜es encontradas sejam reais, por
isso, a constante c3 foi definida de forma que as func¸o˜es da me´trica
na˜o possu´ıssem uma parte imagina´ria, isso ocorre quando o termo
c23
2(c3+1)2
= 2 o que nos leva a dois valores para c3, −2 e −2/3, para
plotar os gra´ficos abaixo escolhemos c3 = −2. Utilizando as condic¸o˜es
de contorno ρ (0) = ρ0, γ (0) = 1, α (0) = 1 e γ (rg) = rg/β (rg) foi
poss´ıvel calcular o valor das constantes P1, c1, c2 e c5. Assim nossas
func¸o˜es ficaram com apenas um paraˆmetro, a constante c4. Nos gra´ficos
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das Figuras 15 a 18 c4 = −13, 1rg e ρ0 = 8, 8 ∗ 10−20Kg.m−3. Para a
encontrar a soluc¸a˜o externa resolvemos as equac¸o˜es (4.12) e (4.13) no
caso em que as func¸o˜es ψ e ν dependem apenas de r, e definimos as
constantes da soluc¸a˜o de modo a “emendar” a parte interna e a externa
da soluc¸a˜o. Dessa forma, obtivemos os gra´ficos para as componentes
da me´trica e para a densidade de massa esta˜o nas Figuras 15 a 18.











Figura 15 – Gra´fico para −gtt/c2 = e2g(r), onde g (r) e´ dado pela
equac¸a˜o (5.38). A regia˜o do va´cuo comec¸a onde ha´ uma descontinui-
dade no gra´fico.
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Figura 16 – Gra´fico para grr = gzz = e
2a(r), onde a (r) e´ dado pela
equac¸a˜o (5.39). A regia˜o do va´cuo comec¸a onde ha´ uma descontinui-
dade no gra´fico.









Figura 17 – Gra´fico para gϕϕ/r
2 = e2b(r), onde b (r) e´ dado pela equac¸a˜o
(5.37). A regia˜o de va´cuo comec¸a em r = 5 ∗ 1020m.
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Figura 18 – Gra´fico para a densidade de massa ρ (r), dada pela equac¸a˜o
(5.36).
Neste cap´ıtulo procuramos calcular soluc¸o˜es internas e externas
para a me´trica de Weyl (4.3) considerando que a fonte do campo gra-
vitacional e´ dada pelo tensor de energia-momento para um fluido per-
feito (2.64) . Devido a` complexidade das equac¸o˜es para o caso mais
geral, dado pelas equac¸o˜es (5.1) a (5.7), impusemos algumas restric¸o˜es
de modo a obter soluc¸o˜es mais simples. Desta forma, obtivemos treˆs
soluc¸o˜es particulares que podem ser encontradas nas sec¸o˜es (5.1) a
(5.3) . Comparando as Figuras 4, 6, 9 e 15 para o termo −gtt/c2, pode-
mos observar que todas as soluc¸o˜es obtidas partem do valor −gtt/c2 = 1
na origem, que e´ o valor que esse termo possui na me´trica de Minkowski,
e decrescem na parte interna da soluc¸a˜o, e voltam a crescer na parte
externa. E´ poss´ıvel notar nas Figuras 9 e 15 que o comportamento
assinto´tico dos gra´ficos na˜o e´ o que se espera de uma situac¸a˜o fisi-
camente realista, as curvas tendem a zero quando r tende a infinito,
quando o que se esperaria e´ que tendessem para −gtt/c2 = 1, ou seja,
para a me´trica de Minkowski. Isso se deve a nossa escolha de fazer
as func¸o˜es, em especial a densidade de massa, dependerem somente da
coordenada r, o que na˜o ocorre em uma situac¸a˜o realista onde o valor
da densidade de massa e do campo dependem tambe´m da coordenada
z. Tambe´m podemos observar que o termo grr nas Figuras 3, 10 e 16
possui comportamento semelhante, nos treˆs casos o gra´fico parte de
grr = 1 em r = 0 e possui comportamento crescente na parte externa
da soluc¸a˜o. Por fim, observamos que nas duas u´ltimas soluc¸o˜es a den-
sidade de massa ρ (r) possui seu valor ma´ximo na origem, da mesma
forma que costuma ocorrer em gala´xias.
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De posse dos resultados obtidos nas sec¸o˜es (5.1) a (5.3), em
um trabalho futuro podemos aplica´-los no ca´lculo das velocidades de
rotac¸a˜o dentro de uma gala´xia, supondo movimento circular como uma










podemos encontrar as curvas de rotac¸a˜o para o caso relativ´ıstico e com-
parar com as curvas para o caso newtoniano, que pode ser encontrado














De acordo com a f´ısica newtoniana a velocidade tangencial deveria cres-
cer com o aumento da distaˆncia radial r ao centro da gala´xia ate´ um
certo ponto e depois decrescer mas, o que e´ observado e´ que a velo-
cidade cresce com a distaˆncia radial e depois permanece aproximada-
mente constante. Este problema nos leva a concluir que existe uma
fonte de campo gravitacional que na˜o estamos vendo e foi o que deu
origem a` suposic¸a˜o de existeˆncia de mate´ria escura [58–63]. Este e´ um
objetivo importante a ser considerado em trabalhos futuros.
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6 CONSIDERAC¸O˜ES FINAIS E PERSPECTIVAS
FUTURAS
No decorrer desta dissertac¸a˜o revisamos alguns conceitos f´ısicos
e matema´ticos importantes para o entendimento da relatividade geral.
Em especial, nos concentramos na me´trica de Weyl e na obtenc¸a˜o de
soluc¸o˜es para as equac¸o˜es de campo de Einstein para discos de fluido
perfeito atrave´s do me´todo direto.
No segundo cap´ıtulo fizemos uma revisa˜o de alguns aspectos ma-
tema´ticos importantes para encontrar e compreender as equac¸o˜es da
relatividade geral. Comec¸amos apresentando algumas caracter´ısticas
dos espac¸os curvos, e a seguir mostramos como realizar transformac¸o˜es
de coordenadas gerais e como encontrarmos uma derivada que possui
cara´ter tensorial, a derivada covariante. Durante a obtenc¸a˜o da deri-
vada covariante tambe´m obtivemos os s´ımbolos de Christoffel e, em se-
guida, mostramos como os s´ımbolos de Christoffel se relacionam com o
tensor me´trico. Por u´ltimo, encontramos as equac¸o˜es para a geode´sica,
o tensor de energia-momento de um fluido perfeito e o tensor de Rie-
mann.
No terceiro cap´ıtulo fizemos uma breve revisa˜o de relatividade
geral, apresentamos os princ´ıpios da equivaleˆncia e da covariaˆncia geral,
encontramos o limite newtoniano e, nos baseando em [18], encontramos
as equac¸o˜es de campo de Einstein.
No quarto cap´ıtulo obtivemos a forma geral da me´trica para um
espac¸o-tempo esta´tico com simetria axial, a me´trica de Weyl, para a
parte interna de uma distribuic¸a˜o de massa e para o va´cuo. A seguir,
mostramos que a soluc¸a˜o de Schwarzschild no va´cuo e´ um exemplo de
soluc¸a˜o da me´trica de Weyl no va´cuo e que a interpretac¸a˜o das soluc¸o˜es
nas coordenadas de Weyl sa˜o pouco intuitivas.
Por fim, no quinto cap´ıtulo, nos concentramos em tentar resolver
diretamente as equac¸o˜es de campo de Einstein (3.17) quando a me´trica
do espac¸o-tempo e´ a me´trica de Weyl e a fonte do campo gravitaci-
onal pode ser representada pelo tensor de energia momento para um
fluido perfeito. Nesta dissertac¸a˜o, obtivemos treˆs soluc¸o˜es particulares,
aumentando gradativamente a complexidade dos sistemas. A primeira
soluc¸a˜o foi obtida assumindo que a me´trica de Weyl no va´cuo (4.10) e´
suficientemente geral para que tambe´m possa ser usada para obtenc¸a˜o
de soluc¸o˜es internas, ale´m disso, consideramos uma densidade de massa
constante em toda a distribuic¸a˜o de mate´ria. Na segunda soluc¸a˜o nos
restringimos ao caso em que as func¸o˜es da me´trica dependem apenas
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da coordenada r, e assumimos que a densidade de massa deveria ser
proporcional a componente grr da me´trica. Para verificar a validade de
nossa escolha para a forma da densidade de massa, comparamos nosso
resultado com dois modelos de densidade de massa para gala´xias da li-
teratura e conclu´ımos que nosso resultado e´ bastante parecido com um
dos modelos mas, na˜o muito parecido com o outro. Para obter a ter-
ceira soluc¸a˜o utilizamos as mesmas restric¸o˜es da segunda soluc¸a˜o mas,
desta vez, encontrando a forma para a densidade de massa atrave´s das
equac¸o˜es.
Atrave´s de nossos estudos encontramos treˆs soluc¸o˜es para me´trica
de Weyl para alguns casos simplificados. Apesar das restric¸o˜es que im-
pusemos para obtenc¸a˜o dos resultados, esses conte´m as principais ca-
racter´ısticas de uma soluc¸a˜o fisicamente aceita´vel. Em uma pro´xima
etapa, pretendemos encontrar soluc¸o˜es cada vez mais realistas para a
representac¸a˜o de uma gala´xia, ou seja, queremos resolver as equac¸o˜es
(5.1) a (5.7), impondo cada vez menos simplificac¸o˜es. Tambe´m preten-
demos comparar nossas soluc¸o˜es com o caso newtoniano e incluir efeitos
de mate´ria escura. Tambe´m ha´ a possibilidade e´ considerar diferentes
me´tricas, em especial a me´trica para um espac¸o-tempo estaciona´rio com
simetria axial, e equac¸o˜es de estado mais complexas. Ale´m disso, pre-
tendemos analisar melhor as caracter´ısticas das soluc¸o˜es encontradas,
estudando a estabilidade das soluc¸o˜es, procurando por singularidades,
calculando suas geode´sicas e curvas de rotac¸a˜o e outros efeitos f´ısicos
que possam ser estudados.
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APEˆNDICE A -- Co´digo para calcular equac¸o˜es de campo
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O co´digo das pro´ximas pa´ginas foi feito no programa Mathema-
















(*Tensor métrico covariante gμν na forma de matriz com assinatura (-+++).*)
gcv = -c
2 γ[x2, x3]2 0 0 0
0 α[x2, x3]2 0 0
0 0 α[x2, x3]2 0
0 0 0 β[x2, x3]2
;
(*Tensor métrico contravariante gμν na forma de matriz .*)
gct = Inverse[gcv] // FullSimplify ;
(*Símbolos de Christofell Γabc=12gma (∂cgmb +∂bgmc -∂m gbc).*)
cnx = Table 
m =1
4 (1/2)*(gct[[m , a]])*Dgcvm , b, xd+

m =1
4 (1/2)*(gct[[m , a]])*Dgcvm , d, xb-

m =1
4 (1/2)*(gct[[m , a]])*Dgcvb, d, xm  ,
{a, 4}, b, 4, d, 4 // FullSimplify ;
(*Tensor de Riemann Rμναβ=∂αΓμνβ-∂βΓμνα+ΓμσαΓσνβ-ΓμσβΓσνα.*)
Rnnmx = Table∂xa cnxm , n, b-∂xb (cnx[[m , n, a]])+

s=1
4 cnx[[m , s, a]]*cnxs, n, b-
s=1
4 cnxm , s, b*cnx[[s, n, a]],
{m , 4}, {n, 4}, {a, 4}, b, 4 // FullSimplify ;
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(*Tensor de Ricci Rμν=∂αΓαμν-∂νΓαμα+ΓασαΓσμν-ΓασνΓσμα.*)
Rcv = Table 
m =1
4 ∂xm cnxm , a, b-
∂xb 
m =1









4 cnxm , n, b*cnx[[n, a, m ]], {a, 4}, b, 4 // FullSimplify ;
Rmx = TableSum gcta, bRcva, d, {a, 4}, b, 4, d, 4 // FullSimplify ;





4 (gct[[m , n]]*Rcv[[m , n]]) // FullSimplify ;
(*Tensor de Einstein Gμν=Rμν-12gμνRλλ.*)
Gcv = TableRcva, b- 1
2
gcva, bR, {a, 4}, b, 4 // FullSimplify ;
Gmx = TableSum gcta, bGcva, d, {a, 4}, b, 4, d, 4 // FullSimplify ;
(*Quadri-velocidade Uμ=dxμ
dτ = c-g00-g11v12-g22v22-g33v32 , vi-g00-g11v12-g22v22-g33v32 ;
vi=dxi
dt
=vx,vy,vz; dτ= -ds2 .*)
v = {0, 0, 0, 0};
Uct = TableIfa⩵ 1, 1  1
c2
-gcv[[1, 1]]-Sum gcvi, ivivi, i, 4 ,
v[[a]]  1
c2
-gcv[[1, 1]]-Sum gcvi, ivivi, i, 4 ,
{a, 4} // FullSimplify ;
Ucv = TableSum gcva, bUct[[a]], {a, 4}, b, 4 // FullSimplify ;
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(*Tensor de energia-momento Tμν=pgμν+(p+w)UμUν para fluido perfeito.*)
Tfpcv = Tablep[x2, x3]gcva, b+ p[x2, x3]
c2
+ρ[x2, x3] Ucv[[a]]Ucvb,
{a, 4}, b, 4 // FullSimplify ;
Tfpct = Tablep[x2, x3]gcta, b+ p[x2, x3]
c2
+ρ[x2, x3] Uct[[a]]Uctb,
{a, 4}, b, 4 // FullSimplify ;





4 gct[[m , n]]*Tfpcv[[m , n]] // FullSimplify ;
(*Derivada covariante de um tensor contravariante Aμν;ν=∂Aμν∂xν +ΓνανAμα+ΓμανAνα.*)
Dcvct[A_] := TableSum DAa, b, xb+Sum cnxb, d, bAa, d, d, 4+
Sum cnxa, d, bAb, d, d, 4, b, 4, {a, 4}
